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1 Diferencialni rovnice prvniho radu

Necht M C R? je dand mnozinaa F : M — R dané funkce. Rovnice
F(x,y,y") =0, (1)

kde’ = % se nazyva oby¢ejna diferencialni rovnice prvniho fadu. Reseni rovnice (1) je kazda funkce
y = ¢(x), kterd ma derivaci na néjakém intervalu ¥ CR a

[x. (), 0" ()] €M &  F(x,9(x),¢"(x)) =0 Vx€.J.

Graf funkce y = ¢(x), tj. mnozina {[x, y] € R% x € .7,y = ¢(x)} se nazyva integralni kiivka rovnice (1).
Lze-li navic rovnici (1) upravit na tvar y’ = f(x,y) pro f : D C R? — R, potom se nazyva roziesena
vzhledem k derivaci (explicitni rovnice). Definujme dale nékteré pojmy:

« pocatecni (Cauchyho) uloha — hledame feSeni y = ¢(x) explicitni rovnice, kterého integralni
ktivka prochazi pevné zvolenym bodem [x, y,] € D, tj.

v =), y(x) = (2)

pricemz takové feSeni nazveme partikularni;

- vSeobecné feseni explicitni rovnice — funkce y = ¢(x, C) zavisi na jednom realném parametru C,
pomoci které 1ze vhodnou volbou C ziskat feseni kazdé ulohy (2), tj. pro libovolné [x, y,] € D;

- uplné feseni - feSeni ulohy (2), které neni ziiZenim zadného jiného feseni. Pokud mé dloha (2) ma
uplné feseni s vlastnosti, Ze kazdé jiné feseni je jeho ziZenim, potom fikame, Ze pocate¢ni tloha
(2) ma pravé jedno feseni;

« singularni fesSeni — feSeni explicitni rovnice s vlastnosti, Ze v kazdém bodé jeho integralni kiivky
je poru$ena jednoznacnost feseni tlohy (2).
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1.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Diferencialni rovnice tvaru

y" = g(h(), 3)

kde g, h jsou dané funkce, se nazyva rovnice se separovanymi proménnymi.

Teorém 1.1. Necht Jg, J}, jsou dané otevrené intervaly v R. Necht g je spojita na ., a h spojita na .9,
takovd, ze h(y) # 0 pro kazdé y € 7. Potom pro kazdy bod [xy, yo] € Fg x I}, ma kazda pocatecni tiloha

Y =80h(y),  y(x0) =w (4)
pravé jedno reseni y = @(x), které je uréené implicitné rovnici
o(x) x
dt J’
— = (s)ds.
LO O

Toto Feseni je definované na intervalu .5 C 5, urceném podminkou
A

t * dr
x€eS = infj —<I (s)ds < su J —
ses by ey S ) 8 B 0

Teorém 1.2. Necht plati predpoklady Teorém 1.1, pricemzZ navic necht interval .7}, je ohraniceny, t.j. .7}, =

(¢, d). Pokud funkce h splriuje h(d) = 0 a

f dt
h(®)

potom pocatecni tiloha (4) ma pro kazdé xy € Fq a kazdé y, € (c,d] pravé jedno feSeni. Podobné, pokud

funkce h splriuje h(c) = 0 a
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potom tloha (4) ma pro kazdé [xo, yo] € Iy x [c,d) pravé jedno reseni.

Teorém 1.3. Necht D C R? je konvexni oblast a f € C*(D,R) je funkce takova, ze plati f(x,y) # 0 pro
kazdé [x,y] € D. Potom
fGe.y) = g(0h(y) Vix,yl €D

pravé tehdy, kdyz
det (f(x, y) fH(xy)

fx(X, t) fxy(X, y)) =0 V[xs J/] € D.



Definice 1.1 (Homogenni funkce). Necht D C R? je mnozina uzaviena na kladné skalarni nasobky;,
t.j. plati
oD := {[ax, ayli[x,y] € D}C D

pro libovolné a > 0. Funkce f : D — R se nazyva (pozitivné) homogenni stupné k € Ny, pokud pro
kazdy bod [x, y] € D a kazdé a > 0 plati

flax,ay) = akf(x, y).
Specialné, funkce f s vlastnosti
flax,ay) = f(x,y) V[x,y] € D,a>0

se nazyva homogenni (stupné 0).
Kazda homogenni funkce f : D — R stupné 0 lze vyjadrit jako podil dvou homogennich funkci stejného
stupné. Navic pokud mnozina D obsahuje pouze body [x, y] € D s x # 0, funkci f je mozné reprezentovat

ve tvaru f(x,y) = gb(%) pro jistou funkci ¢/ jedné proménné. Explicitni diferencialni rovnici prvniho fadu
poté nazveme homogenni, je-li pfislusné f homogenni funkce stupné 0.

1.2 Linearni diferencialni rovnice

Diferencialni rovnice tvaru
¥y = a(x)y + b(x) 5)

se nazyva linearni rovnice. Pokud je b(x) = 0, hovofime o homogenni linearni rovnici.

Teorém 1.4. Necht ¥ C R je otevieny interval aa,b : & — R jsou spojité funkce. Potom pro kazdy bod
[x0, Y0] € F x R ma poéatecni iloha

Y =alx)y +b(x),  y(x0)=w (6)

pravé jedno uplné reseni, které existuje na celém %, a ma tvar

x X s
) = ooy (5)ds (yo N J bl [ a()de ds), ce.7

Xo

Diferencialni rovnice tvaru

y = a(x)y +b(x)y",

kde a,b jsou dané funkce a r € R \ {0, 1}, se oznacuje jako Bernoulliho rovnice. Resime ji pak pomoci
substituce u : = y'™". Podobné definujeme Riccatiho rovnici jako

¥ = a(x)y + b(x)y* + c(x), (7)

kde a, b, c jsou dané funkce. V obecnosti avsak mnoZina feseni Riccatiho rovnice nelze vyjadrit v explicit-
nim, ani implicitnim tvaru.



Teorém 1.5. Necht .¥ C R je otevreny interval a a,b,c : ¥ — R jsou spojité funkce. Dale necht ¢, je
néjaké reseni rovnice (7) na intervalu % . Potom funkce y = ¢(x) je FeSeni rovnice (7) definované na vhodném
subintervalu § C .7 a ruzné od ¢y pravé tehdy, kdyz ma tvar

1

e ad

o(x) = @p(x) +

kde funkce / je Feseni linearni diferencialni rovnice
z' = — (2b(x)py(x) + a(x)) z — b(x)

na intervalu f .

Teorém 1.6. Necht ¥ C R je otevreny interval a a,b,c : F — R jsou spojité funkce. Dale necht ¢, je
néjaké resenirovnice (7) na intervalu . . Potom funkce y = ¢(x) je feseni rovnice (7) na vhodném subintervalu
F C F pravé tehdy, kdyz

¢(x) = @o(x) + ¢ (x)

kde funkce y/(x) je reseni Bernoulliho rovnice
2" = (2b(x)@o(x) + a(x)) z + b(x)z?

na intervalu f .

1.3 Exaktni diferencialni rovnice

Uvédomme si, Ze v explicitni diferencialni rovnici mizeme uvazovat f(x,y) = —% pro vhodné funkce
p,q, kde g(x, y) # 0, tj. budeme pracovat s rovnici
X,
4 P (x.y) =0
q(x. y)
resp. tvaru
plx, y)dx + q(x, y)dy = 0. (8)

Definice 1.2 (Exaktni rovnice). Nechtf D C R? je dand mnozina a p,q : D — R jsou dané funkce s
q(x,y) # 0na D. Pokud je vyraz p(x, y)dx +q(x, y)dy prvnim (Gplnym) diferencidlnim néjaké funkce
F : D — X, tj. plati

dF(x,y) = p(x, y)dx + q(x, y)dy V[x,y] € D, )

potom se rovnice (8) nazyva exaktni na mnoziné D.

Poznamenejme, Ze funkce F s vlastnosti (9) se nazyva kmenova funkce pro dvojici funkci p, g na mnoziné
D (nebo téz i potencialova funkce pro vektorové pole (p, q) na D). Je znamo, ze pro D konvexni oblast
v R? je kmenova funkce F uréena jednoznaéné dvojici p, g, az na aditivni konstantu.



Teorém 1.7. Necht D C R? je dana konvexni oblast a p,q : D — R jsou dané funkce s q(x,y) # 0 na
D. Predpokladejme, Ze rovnice (8) je exaktni na mnoziné D. Potom funkce y = @(x) je FeSenim rovnice (8)
na intervalu & pravé tehdy, kdyz ma funkce ¢ derivaci na & a plati q(x, p(x)) # 0 a vyraz F(x, p(x)) je
konstantni na & .

Teorém 1.8. NechtD C R? je dand konvexni oblast vR? a p,q : D — R jsou dané funkce. Predpoklidejme,
ze pro zvoleny bod [xy, yo] € D jsou funkce p,q, py, q, spojité na néjakém okoli O ([xo, yo]) € D a necht
plati

Py ) = ae(xy), q(xy) =0, [xy]€ 0 (%, ).

Potom rovnice (8) je exaktni na O ([xy, yy]) a ma jediné feseni y = ¢(x), které je definované na jistém okoli
bodu xy a splriuje p(xq) = yy. Toto FeSeni je implicitné dané rovnici F(x,y) = 0, kde funkce

x y
Hnw:=jp@ww+qunmL[nﬂe@q%mm.
Xo Yo

V piipadé, Ze rovnice (8) neni exaktni, pokousime se najit integrac¢ni faktor, tj. vhodnou funkci p(x, y) #
0 s vlastnosti, Ze ekvivalentni rovnice

p(x, y)p(x, y)dx + p(x, y)q(x, y)dy = 0
jiz na dané mnoziné exaktni je.
Teorém 1.9 (Kamkeho). Necht D C R? je dand konvexni oblast a p,q : D — R jsou dané funkce.
Predpokladejme, Ze pro zvoleny bod [xy, yo] € D maji funkce p, q spojité prvni parcialni derivace na néjakém

jeho okoli a necht q(xg, yy) # 0. Potom pro rovnici (8) existuje integracni faktor p(x, y), ktery je definovany
na jistém okoli bodu [ xy, yp |-

2 Systémy linearnich diferencialnich rovnic

Definujeme systém n linearnich diferencialnich rovnic jako
x’(t) = A({)x(t) + b(t) (10)

prot € .F CR.Je-li b(t) = 0, pak jej nazyvime homogenni. Reseni je libovolna diferencovatelna funkce
¢ definovana na # C .# takova, Ze

@'(t) = Al)(t) + b(t), tef.

Pocateéni uloha pak pridava
x'(t) = A()x(0) +b(0), x(t) =1 (11)
pro ty € 7° an € R" dany vektor.



Lemma 2.1 (Gronwallovo). Necht.# C R je interval, ty € .7 je dany bod au av jsou (skalarni) nezaporné
a spojiteé funkce na 7. Pokud existuje konstanta C € R takova, Ze

ut) <C+ VtE I,

t
J v(s)u(s)ds
)

potom také plati nerovnost

‘f; v(s)ds‘

u(t) < Ce vt € f.

@ Tip

Pokud plati pfedpoklady Lemma 2.1 a C = 0, potom u(¢) = 0 na .7

2.1 Existence a jednoznacnost Feseni
Lemma 2.2. Necht funkce A, b jsou definované a spojité na .# C R, pak ¢ je reseni (11) na néjakém intervalu
J CF aty € f° pravé tehdy, kdyz plati

t

) =n+ t (A(s)p(s) +b(s))ds Vvte F,ty€e 7°.

Teorém 2.1 (Globalni existence a jednoznac¢nost feSeni). Necht dand maticova funkce A a vektorova funkce
b jsou definované a spojité na ¥ C R. Potom (11) ma pro kazdé ty € & a kazdén € R" pravé jedno reseni
@, které existuje na celém 7. Toto reseni je mozné vyjadrit jako limitni funkci tzv. Picardovy posloupnosti
postupnych aproximaci {(pk}zozo, kde pro kazdé k € Ny, plati, Ze @) je spojita na .7 a

t
P =n+ L (A(s)(pk(s) + b(s)) ds, te.f

a reSent @(t) = limy_, o, @i (t) pro kazdét € 7.

2.2 Reseni homogenniho systému

Uvazujme nyni homogenni systém
x'(t) = A)x(t), (12)
kde A je n x n maticova funkce spojita na .7 .

Teorém 2.2 (Struktura mnoziny feSeni homogenniho systému). MnoZina vSech feSeni rovnice (12) na
intervalu & tvori linearni (vektorovy) prostor nad télesem realnych ¢isel.



Definice 2.1 (Linearni nezavislost vektorovych funkeci). Necht k,n € IN jsou dané a necht xq, ..., x,
oznatme X(t) = (x1(t),..., xx(t)), jsou n-vektorové funkce definované na nedegenerovaném intervalu .7.
Rekneme, 7e funkce x, ..., X; jsou linearné zavislé na .7, pokud existuje nenulova k-tice realnych ¢isel
¢ = (cq,...,c) takova, ze

e, X@®)) =cx;@®)+ - +ogx(t)=0 vte. s.

V opacném pripadé se funkce xy, ..., x; oznacuji jako linearné nezavislé na .7.
Teorém 2.3 (Linearni nezavislost feSeni homogenniho systému). Necht k € N a necht x1, ..., x} jsou

uplneé reseni systému (12) na intervalu .% . Potom funkce x1, ..., xy. jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz
pro néjaky bod ty € 7 jsou vektory x1(ty), ... , x;.(ty) linearné zavislé.

! Dimenze prostoru feseni homogenniho systému

Mnozina feSeni rovnice (12) na intervalu .# tvoii linearni prostor dimenze n.

Definice 2.2 (Fundamentalni systém feSeni homogenniho systému). Libovolna baze prostoru vsech fe-
$eni rovnice (12) na intervalu .7 se nazyva fundamentalni systém reseni rovnice (12) na .%.

Dale budeme k rovnici (12) uvazovat jesté maticovou rovnici
X'(t) = AD)X({), te.s, (13)

pro jejiz feseni X jisté plati, Ze i X - C je také feSeni, je-li C konstantni vektor. Déle se maticové feSeni X
nazyva fundamentalni matice, pokud sloupce vytvareji fundamentalni systém feseni rovnice (12). Jisté
totiz ma X(t) tvar
| | |
X0 ={x:1(0) x0) - x,(0) |,
| | |

kde x4, ..., x,, jsou feSeni (12). Pokud tedy sloupce x1, ..., x,, matice X tvori bazi feSeni rovnice (12), pak je
X fundamentalni matice systému (12). Jinak feceno, X(t) tvofi fundamentalni feseni pravé tehdy, kdyz
det X(¢) # 0 pro kazdé t € .7, tj. X(¢) je regularni na celém .7.

Teorém 2.4 (Liouvilletiv-Jacobiho-Abeluv-Ostrogradského vzorec). Necht X je maticové feSeni (13) na
intervalu ¥ a necht'ty € 5 je dany bod. Potom pro kazdét € .7 plati vzorec

t
det X(t) = det X(to)e.[t() trA(s)dS,

kdetrA := 2?:1 Aj; je stopa matice A.

Teorém 2.5. Necht pro a € R je A spojita maticova funkce na intervalu 5 = [a,0) takova, Ze
I JA(S)Ids < oo pro néjakou maticovou normu |-|. Necht {X 3o je posloupnost maticovych funkci

rekurentnim predpisem
[o¢]

Xo®) =T Xpn(®) = L A Xi(s)ds



prot € F,k € Ny. Potom pro kazdy konstantni vektor ¢ € R" je nekonecna rada
3 (R Xi(®) - ¢
k=0

absolutné a rovnomeérné konvergentni na intervalu .5 a funkce x definovana

[s¢]

x(®) = Y (“DFXp(0) - ¢

k=0

prot € F je uplnym resenim systému (12) na ¥ . Navic platilim;_,, x(t) = c.

2.3 Nehomogenni systémy rovnic

Teorém 2.6 (Struktura mnoziny feSeni nehomogenniho systému). Necht funkce A a b jsou spojité na
intervalu ¥ C R. Necht X je fundamentalni matice systému (12) a necht x, je néjaké reseni (10) na 7.
Potom vektorova funkce x je uplnym resenim nehomogenniho systému (10) na .5 prave tehdy, kdyz pro
néjaky konstantni vektor ¢ € R" plati

x(t) = X(t)e + xo(t) vte. s.

Z Teorém 2.6 zjevné plyne, Ze vSeobecné feseni systému (10) miZeme psat jakou soucet vseobecného
feseni systému (12) a partikularniho feseni (10).

Teorém 2.7 (Metoda variace konstant). Pocdatecni tiloha (11) ma jediné feSeni tvaru

t
x(t) = X(OX (to)n + X () J X 1(s)b(s)ds,

ty

kde X je libovolna fundamentalni matice systému (12).

2.4 Systémy s konstantnimi koeficienty

Dale se budeme zabyvat zjednodusenym pfipadem, kdy je v rovnici (12) matice A konstantni, tj.
x'(t) = A x(t). (14)

Ztejmé je kazdé feSeni iplné a definovaném na celém R. Déle jesté pro ¢tvercovou komplexni matici
M definujme exponencialu matice jako

M ._ N1k
e .—Zk!M,
k=0

pfiCemz tato nekonetna fada konverguje absolutné pro kazdou matici M € C™", protoze fada

Zzozo % IM ||k je konvergentni vzhledem k libovolné maticové normé.



Teorém 2.8 (Fundamentalni matice homogenniho systému). Nechf A je ¢tvercova konstantni realna
matice Fadu n. Potom exponenciala e?! je fundamentalni matice systému (14) na celém R.

Dale byl predstaven Jordanuv kanonicky tvar.

Teorém 2.9 (Fundamentalni matice systému). Kazda fundamentalni matice X systému (14) ma tvar
I
x;(1) = Y. (p(®) cos (t - Im(A)) + rie(t) sin (¢ - Im(A))) e R, ¢t e R,
k=1

kde indexyi,j = 1,...,n, hodnoty Ay, ..., A, jsou navzajem riizna vlastni ¢isla matice A a funkce py ary jsou
realné polynomy stupné mensiho nez je algebraicka nasobnost viastniho ¢isla Ay, opét prok =1, ...,n.

Dusledek 2.1. Necht X je fundamentalni matice systému (14). Potom

1. matice X je ohranicena na okoli co pravé tehdy, kdyz kazdé vlastni ¢islo matice A ma nekladnou
realnou ¢ast a vlastni Cisla s nulovou realnou éasti jsou jednoducha;
2. platilim_,, x(t) = 0,, pravé tehdy, kdyz kazdé vlastni ¢islo matice A ma zapornou redalnou cast.

2.4.1 Putzeruv algoritmus

Teorém 2.10 (Cayleho-Hamiltonova). Kazda matice C € C™" je kofenem svého charakteristického po-
lynomu, tj. pokud p(A) je charakteristicky polynom matice M, potom plati p(M) = O,,.

Teorém 2.11 (Putzertuv algoritmus). Nechf funkce
p(N) = A" +d, A"+ +di A+ d
je normovany charakteristicky polynom konstantni matice A a necht (skalarni) funkce x je feSenim ulohy

xM g d, D 4 di X+ dyx = 0,
x(0) = x’(0) = - = x"D0) =0, x"D(0)=1.

Definujme vektorovou funkciy = (y, ..., y,) predpisem

d dy dy - dp; 1 x(t)
d dy dy - 1 0 x'(t)
@) = dpy dqy 1 - 0 0ofx" D LR
dey 10 0 ol |x®2
1 0 0 -~ 0 o) Dy

Potom pro exponencialu e plati

A = 3 (DI, + (DA + - + y(DA™ .



Teorém 2.12 (Putzertv algoritmus). Necht A € RP" je dana matice a Ay, ..., A, systém vSech jejich (ne
nutné riiznych) viastnich cisel. Potom exponenciala et spliiuje

n—1
e = p My, teR,
k=0

kde n x n matice My prok = 0,...,n — 1 jsou definované predpisem

k
My =1, M :=]J(A-AL). k=1..n,
j=1

a vektorova funkce p = (py, ..., pn) je FeSenim pocatecni tilohy

A4 0 0 - 0 0 1
1 A 0 — 0 0 0
p=l: i i i p po)=]:
0 0 0 « A_q O 0
0 0 0 - 1 A 0

2.4.2 Metoda (zobecnénych) vlastnich vektori

Teorém 2.13. Nechtje A € C néjaké viastni ¢islo dané matice A € R™". Dale nechtvy, ..., v, € C" je né¢jaky
soubor linearné nezavislych vektoru, které odpovidaji vlastnimu ¢islu A. Potom vektorové funkce

. At -
xit) :=e"v;, j=1,..,p,
jsou linearné nezavislé reseni systému (14) na celé realné ose R. Dale, pokud je leC néjaké dalsi vlastni
¢islo matice A ruzné od A avy, ..., v, € C" je néjaky soubor linearné nezavislych vektoru, které odpovidaji
vlastnimu Cislu A, potom jsou funkce

At . At~ _
e“vj, j=1,...p, €'y k=1,..,r

linearné nezavisle.
Ve zkratce pfipomenme, Ze algebraicka nasobnost jx (1) vlastniho ¢isla A matice A se oznacuje nasob-
nost A jako kofene charakteristického polynomu. Dale maximalni pocet linearné nezavislych vlastnich

vektoru, tj. dimenze prostor, ktery generuji vSechny vlastni vektory pfislusné tomuto vlastnimu ¢islu,
oznacujeme jako geometricka nasobnost a znacime ji yg (1). Ve vSeobecnosti navic plati

1< pug (D) < pa(d).

Definice 2.3 (Zobecnény vlastni vektor). Necht A je ¢tvercova komplexni matice fadunxnanecht A € C
je néjaké jeji vlastni ¢islo. Pro dané r € IN se vektor v, € C* \ {0} se nazyva zobecnény vlastni vektor
fadu r matice A, ktery pfislusi vlastnimu ¢&islu A, pokud plati

(A=AL)v,=0 A (A—AL) v, 0.
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Pokud je v, zobecnény vlastni vektor fadu r matice A pfislusici vlastnimu ¢islu A, potom konecna po-
sloupnost vektort vy, ..., v, definovanych jako

vi = (A= ALY v, j=1...r, (15)

se nazyva retézec radu r zobecnénych vlastnich vektora matice A, ktery je generovany vlastnim
vektorem v,.

Lemma 2.3. Systém vektorii vy, ..., v, definovany v (15) je linearné nezavisly. Jinymi slovy, kazdy reté-
zec zobecnénych vlastnich vektorii matice A, ktery prislusi jejimu vilastnimu Cislu A, je tvorenymi linearné
nezavislymi vektory.

Teorém 2.14. Necht je vq,...,v, néjaky fetézec radu r, definovany v (15), zobecnénych vlastnich vektorii
matice A, ktery prislusi vlastnimu ¢islu A, potom vektorové funkce

A T

LAt P

xj(t) i=e Z ij_k, j=1,...,r
k=0

jsou linearné nezavisla reseni systému (14) na celém R.

2.4.3 Weyrova teorie charakteristickych cisel

Necht A je ¢tvercova matice fadu n a necht 1 € C je néjaké jeji vlastni ¢islo s algebraickou nasobnosti
1 (A). Necht

{vgj],...,vg]}, j=1..,q (16)

je néjaky soubor fetézcti zobecnénych vlastnich ¢isel. PoloZzme R := max {rl, e rq}. Rikame, Ze fetézce v
(16) jsou disjunktni, pokud pro kazdy index k € {1, ..., R} je systém vSech moznych vektort
(1] 2] "I[cq_l] lq]

Vi L VE e Vi

C T s e 1 s 1
linearné nezavisly, coZ se stane pravé v piipadé, Ze jsou vektory v[1 ], ...,vgq]

nulitou (defektem) matice budeme dale oznacovat dimenzi jejiho jadra, tj. v nasem kontextu budeme

linearné nezavislé. Pod

psat
v := nullity (A — )LIn)l := dimker(A — AL, 1€ N,.

Teorém 2.15. Pro dané viastni ¢islo A matice A existuje nejmensi L € N takové, Ze
O=yy<yn<--<v_1<v

avy = v pro kazdél > L. Navic plativ; = pp (1), kde pp (1) je algebraicka nasobnost viastniho cisla A.
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Definice 2.4 (Weyrovy charakteristiky). Pro dané vlastni ¢islo A matice A se prirozena cisla
o:=vi—-v_, l=1,...,L

oznacuji jako Weyrovy charakteristiky (charakteristicka ¢isla) matice A, které pfislusi vlastnimu ¢islu

A

Lemma 2.4. Pro dané viastni ¢islo A matice A plati rovnost
nullity (A — /Un)l — nullity (A — /11,1)1_1 = dim [im (A- Mn)l_l nker (A — /Un)]
pro kazdél = 1, ..., L. Obzvlast, Weyrovy charakteristiky o; spliiuji

o = dim [im (A— L) " nker(A— )un)] L I=1,..,L

Teorém 2.16. Pro dané vilastni ¢islo A matice A je hodnota
L :=max {qj},

kde qj jsou rozmeéry blokii Jordanova kanonického tvaru matice A s vlastnim cislem A, délka nejdelsiho
Fetézce zobecnénych vlastnich vektorii matice A, ktery odpovida vlastnimu ¢islu A. Pro kazdél = 1,..., L je
maximalni pocet disjunktnich retézcti zobecnénych viastnich vektori délky | roven hodnoté .

Teorém 2.17. Necht A je ctvercova matice Fadun a A € C je jeji viastni ¢islo s algebraickou nasobnosti
Ua (A). Potom existuje pravé up (A) linearné nezavislych zobecnénych viastnich vektorii matice A, které pri-
slusi vlastnimu ¢islu A. Tyto vektory se daji rozdélit do oy = v; = nullity (A — AI,) disjunktnich Fetézcil.

2.5 Linearni diferencialni rovnice vyssich radi

Necht n € N je dané pfirozené ¢islo. Diferencialni rovnice

Y + o @YY 4+ p ()Y + po)y = fO), (17)

kde f a pg, prok = 0,...,n — 1, jsou realné skalarni funkce definované a spojité na daném intervalu
J C R, se nazyva linearni diferencialni rovnice n-tého radu. Pokud f = 0 na celém intervalu .7,
hovofime o homogenni LDR n-tého radu, tj.

Y 4 P Oy + 4 pi (DY + o)y = 0. (18)

Levou stranu rovnice (17) ¢asto oznacujeme vyrazem Ly, kde L : C"(.#) — C(.¥) je linearni diferenci-
alni operator n-tého radu.

Uplnym feseni rovnice Ly = f(t) na intervalu .% se rozumi funkce ¢y € C"(.¥), ktera identicky spliiuje
rovnici (17) na intervalu .#. Pocateéni (Cauchyho) tilohou se oznacuje systém podminek

Ly = f@®), yt)=n, ¥y W)=ns . Y V() =1, (19)

kde ty € F je dany bod (asovy okamzik) a ny, ..., n, jsou dané realné konstanty.
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Teorém 2.18 (Pievod na linearni systém). Necht ¥ C R je dany interval at, dany bod. Dale necht funkce
¥ je (uplné) reSeni pocatecni ilohy (19) na intervalu .7 . PoloZme

o) = 9@, @) =9 O, . e® =y, tes.

Potom vektorovd funkce @ := (¢1,...,0,)" je (iplnym) Fesenim pocatecni ilohy (10) na . s maticovou funkci
A a vektorovou funkcib tvaru

0 1 0 0 0
0 1 0 0
At) := : : : : , b)y=| : |, (20)
0 0 0 1 0
—po®) —p1®) =) - —ppa(t) f@®
které spliiuje pocatecni podminku @(ty) = n := (n1,....n,)". Naopak, pro kazdé (iplné) reseni

@ = (¢1,..,0,)" systému (20) na 7, které spliiuje pocatecni ulohu @(ty) = 5 = (1,....1,)", je jeho
prvni slozka @ (dplnym) feSeni pocatecni tilohy (19) na celém 7.

Teorém 2.19 (Existence a jednoznacnost). Necht . C R je dany interval, ty € ¥ dany bod anq,...,n, € R
dané konstanty. Dale necht f a py, prok = 0,...,n—1, jsou realné funkce definované a spojité na .7 . Potom
pocatecni iloha (19) ma pravé jedno uplné reSeni na celém .7 .

2.5.1 Wronskian a linearni nezavislost funkci

Definice 2.5. Necht uy,...,u, je systém skalarnich funkci, které maji na daném intervalu .# spojité
viechny derivace a7 do fadu n — 1 véetné. Ctvercova matice

w@®  w@®) e u(0)

xo = M0 Yl

, teJg,
(n—1) (n—1) (n—-1)
up @ uy @ - oum (@)
se nazyva Wronského matice systému vy, ..., u, na intervalu . a jeji determinant

W |uy,...,u,| (@) :=detX(), te.S, (21)

se oznacuje jako wronskian funkci uy, ..., 4, na .&.

Teorém 2.20. Necht jsou splnény predpoklady Definice 2.5. Pokud existuje takové t, € .7, Ze wronskian
W uy, ..., u,| () # 0, potom jsou funkce uy, ..., u, linearné nezavislé na intervalu .7 .

Teorém 2.21 (Liouvilletiv-Jacobiho-Abeluv-Ostrogradského vzorec). Nechtf ¥ C R je dany interval aty €
J dany bod. Pro kazZdou n-tici reseni y, ..., y, homogenni linearni rovnice (18) plati pro jejich odpovidajici

wronskian W [y1, .-, ¥ul z (21) vztah

t
— _ d.
D s e Yl 1) = T [y Yol (i) o PO e 7,

13



! Linearni zavislost/nezavislost feseni

Reseni yy, ..., y, homogenni rovnice (18) jsou linearné nezavisla na intervalu .% pravé tehdy, kdyz
je jejich odpovidajici wronskian % [y, ..., y,] nenulovy na celém 7. Podobné, feSeni yy, ..., y,
rovnice (18) jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdy?z je jejich wronskian %" [y, ..., y,| (t) = 0 pro
kazdét e .7.

2.5.2 Snizeni radu homogenni rovnice

Teorém 2.22. Necht je funkce  (iiplné) reseni homogenni linearni rovnice (18) na intervalu .7, pricemz
Y(t) # 0 pro kazdét € 7. Definujme funkci

(y®Y
2(t) = (W) , teJ. (22)

Pokud je funkce y (iplnym) feSenimm rovnice (18) na .#, potom funkce z v (22) je (iplnym) FeSenim jisté
homogenni linearni diferecialni rovnice fadun — 1 se spojitymi koeficienty na intervalu .7 .

2.5.3 Metoda variace konstant - nehomogenni rovnice

Teorém 2.23 (Metoda variace konstant). Necht yi, ..., y, je fundamentalni systém feSeni homogenni
rovnice (18) na intervalu . Potom funkce y je (iiplné) reseni linedrni rovnice (17) na intervalu . pravé
tehdy, kdyz plati

y(®)
y(&) ={ c®), @), .. @) ) = ean@® + - + a(Dyu(t), te€T,

kdecy,...,c, € CL(F) spliujici
@) »p® - w® cj(t) 0

OB O 14O O] ves

yl(n—l)(t) yz(”_l)(t) y,(ln_l)(t) Crll(t) f(t)

2.5.4 Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty

Nyni se budeme vénovat specialnimu pfipadu homogenni rovnice (18) s konstantnimi koeficienty, tj.
funkce pg pro k = 0,...,n — 1 budou konstantni.

Teorém 2.24 (Fundamentalni systém feSeni). Necht py, prok = 0,...,n—1, v (18) jsou konstantni funkce.
UvazZujme tzv. charakteristicky polynom
P = A"+ pp AV 4+ piA+ py (23)

rovnice (18). Pokud 1 € C je m-nasobny koren polynomu p v (23), potom funkce tett 1 =0,...,m— 1, jsou
linearné nezavislé reseni rovnice (18) na celém R.
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3 Systémy nelinearnich diferencialnich rovnic

3.1 Systém diferencialnich rovnic

Necht n € N je pevné zvolené ¢islo. Soubor rovnic

x1 = filt, xg, . %),

Xé = fZ(t’ xls ,xn),

xr,l = fn(ts X1 .e- sxn),

kde fi(t,xq,...,%,) s k = 1,...,n jsou redlné funkce definované na dané mnoziné M C R*"! a znak ’
znamena % . Tento systém muzeme prepsat do vektorového tvaru
x' = f(t,x). (24)

Regenim systému (24) rozumime kaZdou n-vektorovou funkci ¢(t) definovanou a diferencovatelnou na
néjakém podintervalu # C R, pro kterou [, ¢;(?), ..., ¢,(t)] € M a ¢’(t) = f(t,¢(t)) pro kazdé t € 7. Opét
méjme pocate¢ni (Cauchyho) alohu

x' = f@t,x), x(tp)=n, (25)

kde t, € R je dany bod a 5 € R" dany vektor tak, Ze [t),5] € M. Rikidme, Ze pocateéni tloha (25) je
jednoznacna, pokud pro kazdé dvé feSeni x a y ilohy (25), které existuji na intervalech 7y a .7y, existuje
& > 0 s vlastnosti

x(t)=y@) Vite Fen Jyn (tg — 0,19 + O).

Lemma 3.1. Necht je dand (n + 1)-vektorova funkce f spojitda na mnoziné M C R"*1. Potom n-vektorova
funkce @ je feSeni pocatecni ulohy (25) na néjakém intervalu ¥ C R" pravé tehdy, kdyz plati

t
o] eM & ¢(t)=n+L f(s, p(s))ds

pro kazdét € 7.

3.2 Existence a jednoznacnost feseni

Necht .7 C R je dany kompaktni interval a & dan4 mnozina funkci spojitych na 7. Pfipomenme,
ze funkce z o se oznaluji jako stejnomérné ohranicené na .7, pokud existuje konstanta K > 0 s
vlastnosti

IfOI<K vte FVfed. (26)

Podobné, funkce z & se nazyvaji stejné spojité (rovnako spojité) na intervalu .#, pokud pro kazdé ¢ > 0
existuje 6 > 0 s vlastnosti, Ze pokud pro body t;,t, € .7 plati

tp =t <6 = [fltr) - ftDl <e Vfed. (27)
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Teorém 3.1 (Arzelaova—-Ascoliho). Pro mnozinu & funkci spojitych na kompaktnim intervalu .7 plati,

Ze kazda posloupnost { fm}::1 C o obsahuje podposloupnost { fmk}k: . stejnomérneé konvergentni na .%
pravé tehdy, kdyz funkce z mnoziny of spliiuji podminky (26) a (27). Mnozina o se potom oznacuje jako
relativné kompaktni v prostoru funkci spojitych na kompaktnim intervalu .7 .

Teorém 3.2 (Peanova). Necht a,b jsou dané kladné realné ¢isla a necht'ty € R je dany bod an € R" dany
vektor. Definujme mnoZiny

S :=lto,tg +al, Bln,b] :={y e R% [y —n| < b}.
Necht f : .7 x B[n,b] > R" je dana spojita a identicky nenulova funkce. Oznacme

m:= max & y)|.
WL 1f&»)
Potom ma pocatecni iloha (25) alespori jedno Feseni, které existuje na intervalu f := [ty,t, + ], kde ¢islo

a 1= min {a, %}

Definice 3.1 (Lipschitzovska a kontraktivni funkce). Necht .# C R je dany interval a D C R" dana
mnoZina. Rikime, Ze funkce f : ¥ x D — R" je lipschitzovska, resp. spliiuje Lipschitzovu podminku
vzhledem na proménnou x € D, pokud existuje L > 0 s vlastnosti

1f@t. %) - fEG I < Llx—yl vt x].[t,y] € 7 xD.

Cislo L se potom oznacuje jako Lipschitzova konstanta funkce f. Obzvlast, v ptipadé 7e L < 1 fikame,
ze funkce f je kontrakce.

Teorém 3.3 (Picardova-Lindelofova). Necht plati predpoklady a oznaceni Teorém 3.2. Necht je navic funkce
f lipschitzovska vzhledem k proménné x na mnoziné ¥ x D. Potom pocatecni uloha (25) ma prave jedno
reseni, které existuje na intervalu [ty, ty + a].

V moderni teorii diferencialnich rovnic se vyuzivaji vysledky z funkcionalni analyzy, napt. véty o
pevnych bodech.

Teorém 3.4 (Banachova o pevném bodé). Necht (X, p) je (neprazdny) uplny metricky prostor. Potom
kazdé kontraktivni zobrazeniT : X — X ma praveé jeden pevny bod v X.

Teorém 3.5 (Schauderova o pevném bodé). Necht (X, |-|) je normovany linearni prostor naR, o € X
neprazdna uzavrena konvexni mnozinaT : of — of spojité zobrazeni. Pokud je obraz T(&f) mnoZiné
relativné kompaktni v X, viz Teorém 3.1, potom ma zobrazeni T alespon jeden pevny bod v o .

Tyto vysledky Teorém 3.4 a Teorém 3.5 lze pak pouzit na alternativni dikazy Teorém 3.2 a Teorém 3.3,
pfi¢em? u ditkazu Teorém 3.3 dostaneme tzv. Picardovu posloupnost postupnych aproximaci {x;}r.;,
ktera je definovana induktivné predpisem

t
xe1(®) = [Txi) (1) = 1+ j Fls.x(5))ds,

pficemz x; je libovolna spojita n-vektorova funkce na # = [ty,ty + a], ktera spliuje |x; — | < b ve
vhodné normé urcené v dukazu.
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@ Tip

Poznamenejme, Ze v pfipadé, kdy ma funkce f : Q — R"” ohranicené parcialni derivace podle
proménné x na konvexni oblasti Q C R"™"!, potom je f lipschitzovska na mnoziné Q vzhledem
k proménné x.

3.2.1 Globalni jednoznacnost Feseni

Definice 3.2 (Lokalné lipschitzovska funkce). Necht Q C R™*! je dana oteviena mnozina. Rikame, Ze
(n+1)-vektorova funkce f : Q — R" je lokalné lipschitzovska na Q vzhledem na proménnou x, pokud
pro kazdy pod [t, 5] € Q existuje okoli O (t),1) C Q a nezaporné realné ¢islo L(ty, n) s vlastnosti

1ftu) = f@. I < Lo, m) lu—v| - V[t,ul.[t,v] € O (t.7).

Cislo L(t, ) se oznacuje jako lokalni Lipschitzova konstanta funkce f na Q.

Teorém 3.6 (Globalni jednoznaénost tplného feseni). Necht Q C R™! je dana konvexni oblasta f : Q —
R" je spojita a lokalné lipschitzovska funkce na Q vzhledem na proménnou x. Potom kazdé uplné reseni
rovnice (24) je urcené jednoznacné. Presnéji, kazdym bodem [ty,n] € Q prochdzi praveé jedna integralni
krivka rovnice (24).

3.3 Problém prodluzovani reseni

Necht Q C R""! je dana oblast a vektorova funkce f : Q — R" je spojita. Pfipomernime, ze pokud jsou
@ ay dvé fedeni systému (24), které jsou definované na realnych intervalech .7, a .7, potom fikame, ze
feSeni ¢ je prodlouzeni feseni ¢ (resp. feSeni ¢ je zuZeni feseni ), pokud plati

To STy A o)=Y Vte T,

Definice 3.3 (Uplné feseni). Necht Q C R"*! je dana oblast a f : Q — R" je spojita vektorova funkce.
Reseni ¢ systému (24) se oznacuje jako tipIné, pokud neni zizenim zadného jiného feseni rovnice (24).
Piesnéji, feSeni ¢ je w-aplné, pokud je neprodlouzitelné napravo, a a-tipIné, pokud je neprodlouzi-
telné nalevo.

Je mozné ukazat, zZe je-li defini¢nim oborem funkce f oblast Q, pak je kazdé tiplné feseni (24) definované
na maximalnim otevieném intervalu.

Lemma 3.2. NechfQ C R™! je dana oblasta f : Q — R" je spojita vektorovi funkce. Necht pro dany bod
[to.n] € Q je ¢ néjaké Feseni pocatecni ulohy (25), které existuje na ohraniceném intervalu [ty, T). Potom
feSeni ¢ je prodlouzitelné napravo od bodu T pravé tehdy, kdyz jeho graf G, : = {[t,@(t)];t € [t,, T)} € Q

]RrH-l

je ohraniceny v a ma kladnou vzdalenost od hranice 0Q oblasti Q.

Teorém 3.7 (Existence tiplného feseni). Necht Q C R*™! je oblast a f : Q - R" je spojita vektorova
funkce. Potom kazdé reseni rovnice (24) je bud uplné nebo se da prodlouzit na uplné reseni.
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@ Tip

Z dukazu Teorém 3.7 vyplyva, ze feSeni ¢ systému (24) existujici na intervalu [#y, T) je w-uplné pravé
tehdy, kdyz nastava alespon jedna z nasledujicich moznosti:

1. bod T = o0
2. existuje posloupnost {tx ey C [to, T) s limy_, t = T, ktera spliiuje

lim o) = o

3. existuje posloupnost {t }r; C [ty, T) s limy_,e t = T, ktera splituje

klim dist ([t ()], 0Q) = 0.

Definice 3.4 (Limitni bod feSeni). Necht vektorova funkce ¢ je aplné feseni systému (24), které existuje
na intervalu (S,T) s —o0 < S < T < co. Rikéme, ze bod [S,7],7 € R, je levym limitnim bodem feseni ¢,
pokud S > —oo a existuje posloupnost {#}r..; C (S, T) takova, e

lim g =S" A klim o(t) = 1.

k—o0

Obdobné pro pravy limitni bod, pfi¢emz limitnim bodem rozumime bud pravy nebo levy limitni bod.

Teorém 3.8 (Limitni bod tGplného teseni). Necht Q C R™! je oblast a f : Q — R" je spojita funkce.
Potom kazdy limitni bod libovolného uplného eseni rovnice (24) lezi na hranici 0Q oblasti Q.

@ Tip

Necht t; € R je dany bod a .# := [y, o) interval. Necht f : . xR" — R" je vektorova funkce, ktera
je spojita a ohranicena na celém svém defini¢nim oboru. Potom kazdé w-tplné feseni ¢ systému
(24), které vychazi z bodu [ty, 7], 7 € R", existuje na celém intervalu .7.

3.4 Zavislost reSeni na pocate¢nich podminkach a parametrech

Teorém 3.9. Necht Q C R*™! je oblast a necht { fk}:;l je posloupnost funkci spojitych na Q. Necht dale
{[t r]k]}lo;l je dana posloupnost bodii. Predpokladejme, ze { f k};:;l konverguje skoro stejnomérné k f na
Qalt,n] = lto.n]l € Qprok — oo, tj. fi. 3 f prok — oo na kazdé kompaktni podmnoziné K C Q.
Necht’{(pk}zozl Jje néjaka posloupnost uplnych reseni systému pocatecnich iloh

x' = fit,x), x)=mn., kel

00 [o¢]
Potom existuje vybrana podposloupnost {‘ij }jzl C {‘Pk}k:v ktera stejnomérné konverguje k jistému reseni

pocatecni ulohy (25), tj.
xl = f(t’ x)! x(tO) = T” (28)
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na néjakém okoli bodu ty. Pokud navic iiloha (28) ma jediné uplné reseni ¢ definované na intervalu .7, potom
cela posloupnost {‘Pk}::1 konverguje stejnomeérné k funkci ¢ na libovolném kompaktnim podintervalu

[a,b] C F sty € (a,b).

Teorém 3.10 (Zavislost feseni na pocatecnich podminkach a parametrech). Necht Q C R™™"*! g necht
f : Q — R" je spojita vektorova funkce s vlastnosti, Ze pro kazdy bod [t,n,A] € R™™"1 kder € R,n €
R*, A € R™, ma pocatecni iloha

x' = ft,x,A), x(r)=n (29)

praveé jedno uplné reseni o(-, 7,1, A). Potom ¢(t,7,n, A) je spojita funkce proménnycht,r,n,A na mnoziné
D := {[t,f,r;,l] eR™M2, 1 p,A]€Q, te j(T,U,/D},

kde .7 (z,n, A) je interval, na kterém reseni (-, 7,3, A) existuje.

3.5 Diferencialni rovnice vyssich rada

Necht n € N je dany index a M C R™*! je dana mnozina. Budeme uvazovat diferencialni rovnici n-tého
radu tvaru

YW = £t y,y e, YD), (30)

kde f : M — R je skalarni funkce. Pod pojmem feseni rovnice (30) na intervalu .# C R rozumime funkci
¢, ktera ma na . vSechny derivace az do fadu n vcetné a ktera spliuje

[t @), ¢’ (), ..o VD] € M, o™ = f(t, (), ¢’ @), ..., 0" D))

pro kazdé t € 7. Podobné jako bylo uvedeno vyse definujeme i iplné feseni. Pfi feSeni pocatecni
(Cauchyho) alohy hledame fe$eni rovnice (30), pro které je v daném bode #, € R pfedpsana hodnota
prvnich n — 1 derivaci, tj.

YO £y, y ey, ylte) =10, ¥ t0) = 11, s YD) = 1y, (31)

kde 7y, ..., n,—1 € R jsou dané hodnoty.

Teorém 3.11 (Pfevod na (nelinearni) systém). Necht ¥ C R je dany interval aty € F dany bod. Necht
funkce ¢ je (Gplné) resSeni pocatecni tilohy (31) na intervalu ¥ . PoloZme

01(®) = 9@, @) =9’ @), ., @) =y V@), teg.

Potom vektorové funkce ¢ = (¢1,...,¢,)" je (plnym) Fesenim (nelinearniho) diferencialniho systému (24)
na & tvaru
X2
=2 | (32)

ft.%)

které splituje pocatecni podminku @(ty) = n := (9,....Mp—1) . Naopak pro kazdé (Gplné) reseni ¢p =
(@15..., )" systému (32) na 7, které spliiuje pocatecni podminku ¢(ty) = 5= (g, ...,Mu—1) ", je jeho prvni
slozka ¢ (Gplnym) FeSeni pocatecni tilohy (31) na celém intervalu .7 .
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Teorém 3.12 (Peanova). Necht a,b jsou dana kladna realna Cisla, t, € R je dany bod ang,...,n,—1 € R
dané konstanty. Definujme vektorn := (1o, ... ,jp—1)' a mnoZiny

I :=[ty—aty+al, Blpb] :={xeR%|x—n| <b}.

Necht f : .# x B[n,b] — R je dana spojita funkce. Potom pocatecni uloha (31) ma alespon jedno reseni,
které je definované na jistém intervalu  C . sty € F°.

Teorém 3.13 (Picardova-Lindeltfova). Necht plati poZadavky a oznaceni z Teorém 3.12. Necht navic funkce
f spliiuje Lipschitzovu podminku, tj. existuje kladna konstanta L takova, Ze

[ft.w) = fE&V)| < Llu—v|

prokazdét € F akazdé dva vektoryu = (uy,...,u,)" av = (v,...,v,)" z mnoziny B[, b]. Potom pocatecni
tloha (31) ma pravé jedno reseni, které existuje na jistém intervalu f C .7 sty € f7°.

Q Tip

Opét nam pro splnéni Lipschitzovy podminky staci ohranicenost parcialnich derivaci
%f(t,ul,...,un) prok=1,...,nna Q.
e

4 Stabilita systémii diferencialnich rovnic

4.1 Pojem systému diferencialnich rovnic

Necht n € N je dany index, t, € R a a € R, dany bod. Uvazujme mnoziny
S 1= [tg,), D :={xeR%|x|<a}.

Déle budeme pracovat se systémem (24), kde f : ¥ xD — R" je dana spojita n-vektorova funkce. Pod po-
jmem feSeni systému budeme vzdy myslet w-tiplné, viz Definice 3.3, definované na celém nekonecném
intervalu .7.

Definice 4.1 (Stabilita feseni). Rikdme, Ze feSeni ¢ systému (24) je (ljapunovsky) stabilni, pokud pro
kazdé ¢ > 0 a kazdy bod 7 > t; existuje § > 0 (zavislé na ¢ a 7) s vlastnosti, Ze pokud feSeni ¢ systému (24)
splituje [¢/(¢) — @(t)| < &, potom FeSeni ¥ existuje na celém intervalu [z, 00) a plati |[¢/(t) — ¢(t)| < € pro
kazdé t > 7. V opacném pripadé se feSeni ¢ rovnice (24) nazyva nestabilni.

Definice 4.2 (Stejnomérn4 stabilita). Rikame, Ze feseni ¢ systému (24) je stejnomérne stabilni, pokud
pro kazdé £ > 0 existuje § > 0 (zavislé na ¢) takové, Ze pro kazdé r > 1, plati podminka ljapunovské
stability z Definice 4.1.

20



Definice 4.3 (Asymptoticka stabilita). Reseni ¢ systému (24) se oznac¢uje jako asymptoticky stabilni,
pokud je stabilni ve smyslu Definice 4.1 a pro kazdy bod 7 > 1, existuje § > 0 s vlastnosti, Zze pokud

feSeni ¢ systému (24) spliuje [¢(r) — @(7)| < 8, potom lim;_, o, [¢(t) — ¢(t)| = 0.

Definice 4.4 (Globalni asymptoticka stabilita). Reseni ¢ systému (24) se oznacuje jako globalné
asymptoticky stabilni, pokud pro kazdé feseni ¢ systému (24) plati lim; o, [¢(¢) — @(t)| = 0.

Definice 4.5 (Exponencialni stabilita). Reseni ¢ systému (24) se oznacuje jako exponencialné stabilni,
pokud existuji kladné konstanty K, a a § takové, Ze pro kazdé v > t; je feSeni ¢ systému (24) splitujici
[ () — p(7)| < & definované na celém intervalu [z, ) a plati

[$(®) - o] < K Iy () = p()] e v > 7.

! Dilezité
Analyzou vyse uvedenych definic neni tézké dokazat implikace
globalni asymptoticka stabilita + stabilita = asymptoticka stabilita = stabilita,
resp. implikace
exponencialni stabilita = asymptoticka stabilita = stabilita,

resp. implikaci
exponencialni stabilita = stejnomérna stabilita.

4.2 Stabilita trivialniho reseni

Uvédomme si, Ze pfi vySetfovani stability daného feseni ¢ systému (24) miizeme pomoci transformace
y := x — ¢ ziskat novy systém

y =fty+o)-fto) (33)
ktery ma trivialni, tj. identicky nulové, feSeni se stejnymi vlastnostmi stability. Kazdy takovy systém se
pak da vyjadrit v tvaru

x’ = A(t)x + b(t, x), (34)
kde A : F — R™" je spojita maticova funkce ab : F xD — R" je spojita n-vektorova funkce s vlastnosti
b(t,0) = 0 pro kazdé t € .#. Také budeme jesté uvazovat k (34) jeho homogenni variantu
x" = Alt)x

odpovidajici systému (12).

Lemma 4.1. Necht X jen x n maticova funkce spojita na intervalu .% . Predpokladejme, Ze existuje neza-
porna funkcee : F — R a kladné ¢islo § s vlastnosti, Ze | X(t)n| < e(t) pro kazdén € R" s |n| < § pro kazdé
t € F. Potom existuje kladna konstanta K s vlastnosti

IX()| < Ke(t) vte. 7.
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Teorém 4.1. Necht X je néjaka dand fundamentalni matice homogenniho systému (12). Potom nulové
reseni systému (12) je (ljapunovsky) stabilni pravé tehdy, kdz existuje kladna konstanta L s vlastnosti
IX(®)| < L pro kazdét € 7.

Dusledek 4.1. Necht je matice A systému (12) konstantni. Potom je nulové reseni systému (12) stabilni
pravé tehdy, kdyz ma kazdé vlastni ¢islo matice A nekladnou realnou cast a vlastni ¢isla s nulovou realnou
casti jsou jednoducha.

Teorém 4.2. NechtX je néjaka dana fundamentalni matice homogenniho systému (12). Potom je nulové
reseni systému (12) stejnomérné stabilni prave tehdy, kdyz existuje kladna konstanta L s vlastnosti

[xx—'@)| <L

pro kazdét,t € F spliujicit > 1.

Dusledek 4.2. Necht'je matice A systému (12) konstantni na intervalu .% . Potom je nulové reseni systému
(12) stejnomeérne stabilni praveé tehdy, kdyz je stabilni. Podle Diisledek 4.1 je to pravé tehdy, kdyz ma kazdé
viastni ¢islo matice A nekladnou realnou cast a viastni ¢isla s nulovou realnou casti jsou jednoducha.

Teorém 4.3. Necht X je néjaka dana fundamentalni matice homogenniho systému (12). Potom je nulové
reseni systému (12) asymptoticky stabilni praveé tehdy, kdyz plati

tlim |X(@®)| = o.
Dusledek 4.3. Nulové reSeni systému (12) je asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyz je globalné
asymptoticky stabilni, tj. pokud pro kazdé reseniy systému (12) plati

Jim [y ()] = o
Dusledek 4.4. Necht je matice A systému (12) konstantni na intervalu .#. Potom je nulové reseni sys-

tému (12) (globalné) asymptoticky stabilni praveé tehdy, kdyz ma kazdé vlastni ¢islo matice A zapornou
redalnou cast.

Necht nyni p je polynom stupné n > 1 s realnymi koeficienty tvaru
p(A) =a A" +a, A"+ ad+ap,  a, > 0. (35)

Matice H (p) € R™" definovana pfedpisem

ap—1 Gy 0 o -« 0 0 O
Gn-3 Gpnp Gp1 G - 0 0 0
H(p) :=| : : : O (36)
0 0 0 0 - a9y a a
0 0 0 0 - 0 0 g

se nazyva Hurwitzova matice polynomu p.
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Teorém 4.4 (Routhovo-Hurwitzovo kritérium). Kazdy koren polynomu p v (35) ma zapornou realnou
céast praveé tehdy kdyz Hurwitzova matice H (p) v (36) ma vSechny vedouci hlavni minory kladné.

Teorém 4.5. Necht X je néjakd dand fundamentalni matice homogenniho systému (12). Potom je nulové
reseni systému (12) exponencialné stabilni prave tehdy, kdyz existuji kladné konstanty L a a s vlastnosti

HX(t)X_l(T)H < Le~at-1)
pro kazdét,t € 7 spliujicit > 7.
Dusledek 4.5. Necht'je matice A systému (12) konstantni na intervalu .% . Potom je nulové reeni systému

(12) exponencialné stabilni pravé tehdy, kdyz je asymptoticky stabilni, tj. prave tehdy, kdyz ma kazdé
viastni ¢islo matice A zapornou realnou cast.

4.2.1 Stabilita nelinearniho systému

Teorém 4.6. Necht nulové reSeni homogenniho systému (12) je stejnomérné stabilni a necht funkce b v
(34) ma vlastnost
|6, 0l <y x| v[t,x] € .7 xD,

kdey : .7 — R je nezaporna spojita funkce spliiujici podminku

(o8]

J y(s)ds < oo.
f
Potom je nulové feseni ¢ = 0 systému (34) stejnomeérné stabilni.
Teorém 4.7. Necht fundamentalni matice X systému (12) spltiuje pro jisté K > 0 vlastnost
t
J XX '(9)|ds<K vie.s
fo

a necht pro funkcib v (34) existuje kladna konstantay < K~! takova, ze
16,0l <ylx| v[t,x] €7 xD.
Potom je nulové reseni ¢ = 0 systému (34) asymptoticky stabilni.
Teorém 4.8. Necht fundamentalni matice X systému (12) spliiuje podminku z Teorém 4.5 a necht pro funkci

b v (34) plati
Ib(t, )l <y lx| v[t,.x] € 7 xD,

kde y je kladna konstanta sy < aL™! pro kladna ¢isla L a a z Teorém 4.5. Potom je nulové feseni ¢ =
0 systému (34) exponencidalné stabilni. Konkrétné, pro kazdy bod © > t, kazdé reSeni ¢ systému (34) s
podminkou |¢(t)| < aL™! existuje na celém intervalu [t, ) a ma vlastnost

[ < LIy @) ¥ DD v > 7.
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Teorém 4.9 (Ljapunova). Necht A je realna konstantni matice n x n, ktera ma alespon jedno vlastni
¢islo s kladnou realnou casti. Necht funkce b v (34) spliiuje podminku

bt )l _

x>0 x|

stejnomérné vzhledem k't € 7. Potom je nulové reseni ¢ = 0 systému (34) nestabilni.

! Dulezité
Je dulezité poznamenat, ze pokud je systém (24) linearni, tj. funkce
ft.x) = ADx +b(0), [t,x] €I xD, (37)

potom je transformovany systém (33) pro kazdé vysetfované feSeni ¢ systému (24) linearni ho-
mogenni systém (12). Vlastnosti stability jednotlivych feseni linedrniho systému tedy nezavisi
na vybéru daného feSeni, tj. vSechna feSeni systému (24) s funkci f z (37) maji stejné vlastnosti
stability. Z tohoto diivodu se ¢asto hovofi o stabilité linearniho systému neZ o stabilité jeho
feseni.

4.2.2 Autonomni systémy

Dutlezitou tfidou diferencialnich systémi jsou tzv. autonomni systémy, coZ jsou (nelinearni) systémy
(24), ve kterych funkce f nezavisi explicitné na proménné ¢, tj.

x' = g(x), (38)

kde g : D — R" je spojita funkce. V tomto pfipadé mize mit systém (38) konstantni feseni ¢ = xy na
celém R, kde vektor x;, je kofenem rovnice g(x) = 0 a nazyva se ekvilibrium (rovnovaha, stacionarni
bod) systému (38). Standardné pracujeme s transformovanym systémem (34) (pomoci transformace y :=
X — x() ve tvaru

y =Vglxg)y +h(y), h(y) :=gly+x))—Vglxy)y, |y+xl<a (39)

kde konstantni n x n matice Vg(x,) je hodnota Jacobiho matice funkce g ve stacionarnim bodé x,,.

Teorém 4.10 (Stabilita autonomniho systému). Nechtjex, ekvilibrium systému (38) a funkce g je spojité
diferecovatelna na D. Konstantni reSeni ¢ = x systému (38) ma nasledujici vlastnosti:

1. FeSeni @ = x, je stejnomérné stabilni pravé tehdy, kdyz je stabilni;

2. pokud je linearni systém y’ = Vg(x,)y exponencialné stabilni, potom je feSeni ¢ = x, exponenci-
alné stabilni;

3. pokud ma Jacobiho matice Vg(x,) alespon jedno vlastni ¢islo s kladnou realnou casti, potom je
reseni ¢ = x, nestabilni.
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4.3 Pfima Ljapunova metoda

Definice 4.6. Nechf V : R” — R je funkce definovana na jistém okoli © (0). Rikame, ze V je (lokalné)
pozitivné, resp. negativné, definitni na okoli 0 (0), pokud V(0) = 0 a V(x) > 0, resp. V(x) < 0, pro
kazdy nenulovy vektor x € 0 (0).

Definice 4.7 (Ljapunovskéa funkce systému). Necht V : R" — R je spojita funkce. Rikame, Ze V je
ljapunovska funkce systému (34), pokud existuje okoli O (0) takové, Ze

1. funkce V je pozitivné definitni na © (0);

2. funkce V je nerostouci podél trajektorii systému (34) v O (0), tj. pokud ¢ je feseni systému (34)
s hodnotou ¥(z) € O (0) pro jisté 7 € .7, potom slozena funnkce (V - §)(t) = V(¥(t)) je nerostouci
pro kazdé t > 7, v kterém feSeni ¢ existuje s hodnotou ¢(¢) € O (0).

Teorém 4.11 (Ljapunova). Pokud pro systém (34) existuje ljapunovska funkce, potom je jeho identicky
nuloveé reseni stabilni.

Definice 4.8 (Derivace vzhledem na autonomni systém). Necht V : R” — R je dana funkce, ktera ma na
jinstém okoli O (0) spojité parcialni derivace prvniho fadu podle vsech svych proménnych. Vyraz

L) 1= (W0, g00) = Y Vi, @0m®), x€0(0)
k=1

budeme nazyvat derivace funkce V vzhledem na autonomni systém (38).

Teorém 4.12 (Ljapunova). Necht ma autonomni systém (38) jednoznacné urcené reseni. Pokud pro tento
systém existuje ljapunovska funkce, ktera ma vzhledem na néj negativné definitni derivaci, potom je
nulové reseni systému (38) asymptoticky stabilni.

Teorém 4.13 (Ljapunova). NechtV : R" — R je funkce spojité diferencovatelna na jistém okoli O (0),
ktera splriuje nasledujici podminky

1. V(0) = 0 a pro kazdé 5 > 0 existuje bod x5 € Os(0), pro ktery V(xs) > 0;
2. funkceV ma na okoli O (0) pozitivné definitni derivaci vzhledem na autonomni systém (38).

Potom je nulové reseni ¢ = 0 systému (38) nestabilni.
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5 Kvalitativni teorie linearnich diferencialnich rovnic 2. radu

Linearni ODE 2. fadu maZeme zapsat jako
x” 4+ a;@®)x" + ay(t)x = as(2),

kde ay, ay, a3 jsou spojité funkce na kompaktnim intervalu [a, b]. Budeme je ale studovat ve Sturmové-
Liouvillové (obecnéjsim) tvaru

(p®Ox") +q(B)x = f(©), (40)
kde p,q, f jsou spojité na [a,b] a p(t) > 0 pro kazdé t € [a, b].

Q Tip

Uvédomme si, Ze p neni nutné diferencovatelna a tedy souc¢in p(t)x’ nemusi byt mozné rozdife-

t
rencovat. Naopak kazdou LDR 2. fadu lze pfevést na tvar (40) pomoci integracniho faktoru ela @ (s)ds ,

kde potom p(t) = ech a(s)ds prot € [a,b].

Hlavné se ale zaméfime na homogenni variantu (40), tj.

(p(O)x") +q()x = 0. (41)

Zde si vSimnéme, Ze mnozina feSeni (41) je linearni prostor nad R dimenze 2, tj. fundamentalni systém
je tvofenymi 2 linedrné nezavislymi fesSenimi. Navic pro kazdou dvojici feSeni rovnice (41) je zevseobec-
nény wronskian

x(t)  x(t)

7 [ 5 0) = p0det (350 H0) = m(030) - OGO

coz je konstantni na [a, b]. Pro kazdy bod t; € [a, b] je poc¢ate¢nimi podminkami x(¢,) = x’(t;) = 0 urené
jediné feseni rovnice (41) a to x(¢) = 0 na [a, b]. Dale, pokud je x feseni (41) s x(¢) = 0 pro kazdét € [a, b],
potom funkce

x(t) = x(t) - J (s)xz(s)

je linearné nezavislé reseni rovnice (41) na [a,b], protoze plati 7" [x,%] = 1. Celkem ma vSeobecné
feSeni rovnice (41) tvar

t
y(t) = CIX(t) + Cz.?z‘(t) = C1X(t) + sz(t)J m

V neposledni fadé ma kazdé netrivialni feSeni (tj. takové, které neni identické nule) rovnice (41) izolo-
vané nulové body.

ds, te€]ab]

K rovnici (41) uvaZzujme pfislusnou Riccatiho rovnici tvaru

!+ ﬂwz +q@)=0, telab] (42)
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Potom plati, Ze Riccatiho rovnice (42) ma feseni, které existuje na celém intervalu [a, b] pravé tehdy,
kdyz ma rovnice (41) feSeni bez nulovych bodu v [a, b]. Pfesnéji, pokud je w feSeni (42), které existuje
na celém [a, b], pak funkce x, ktera je netrivialni feseni linearni ODE 1. pfadu tvaru
IO
T 0™
J' w(s)
tj. x(t) = e“ roh Je feSeni rovnice (41) bez nulovych bodt v [a, b]. Naopak, pokud je x feSeni (41) bez

_ p)x'(@) .

nulovych bodu, pak funkce w(t) := 0

je feSenim (42), které existuje na celém [a, b].

5.1 Priiferova transformace

Necht x je feseni rovnice (41), pak nebot funkce x(t) a x’(t) nemohou byt sou¢asné nulové v kazdém bodé
[a, b], miZeme uvazovat p(t) a ¢(t) definované vztahy

x(t) = p(t) sing(t),  p(E)x' () = p(t)cos p(t), t € [a,b]. (43)

Funkce p(t) se nazyva Priifertitv polomér a funkce ¢(¢) Priiferuv uhel. Uvedena transformace “soufad-
nic [x(2), p(t)x’(¢)]” do “polarnich soufadnic [p(t), p(t)]” se oznacuje jako Priiferova.

Lze ukazat, ze funkce p a ¢ jsou feSenim systému diferencialnich rovnic

p’(t) —( (t) q(t)) p(t) cos ¢(t) sin ¢(t),
@'(t) =

(44)
( ) cos? (t) + q(t) sin (2).

Déale plati, ze Priiferova transformace existuje a funkce p, ¢ maji spojité derivace na [a, b], pokud feseni
x nema nulovy bod v [a, b].

Lemma 5.1. Nechf x je netrivialni feSeni rovnice (41), ktera ma v [a,b] pravé n nulovych boditaa < t; <
ty < - <t, < b a funkce x(t) > 0 prot € (a,t;). Dale necht ¢(t) je funkce definovana podminkami

o ¢(t) =k pro vSechnak € {1,...,n};
¢(a) = 0, pokud x(a) = 0;
140,40/ prot € [a,ty);

« ¢(t) = arccot

x(t)
. o(t) = arccotp(t)é)(t) + krr prot € (t, tes1);
. ot) = arccot 2222 (t)éc)(t) +nm prot € (t,,b].

Pak plati, e ¢ € C'([a, b]) a spliiuje (43) a (44) pro funkci p(t) = \J(x(1))? + (p(t)x’(t))? prot € [a,b]. Navic
plati, zZe p(t) > krr pro vSechnat € (t,b] ak € {1,...,n}.
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5.2 Zaklady Sturmovy teorie

Kromé rovnice (41) uvazujeme jesté dalsi rovnici
(pM)x") +qt)=0, telab], (45)

kde p,q € C([a,b]) a p(t) > 0 na [a,b].

Definice 5.1 (Sturmova majorantni podminka). Uvazujme ulohy (41) a (45). Podminku

gt)>q@t) A pt)>pt), telab] (46)

se oznacuje jako Sturmova majorantni podminka pro (41). Rovnice (45) se nazyva Sturmova majo-
ranta rovnice (41) a zaroveri je rovnice (41) Sturmova minoranta rovnice (45).

Definice 5.2 (Striktni Sturmova majorantni podminka). Uvazujme tlohy (41) a (45). Necht je splnéna
podminka (46) z Definice 5.1 a navic existuje t, € [a, b] takové, Ze

q(to) > q(tp)
nebo (47)

pio) > p(ty) A G(ty) = (k) # 0,
pak se tato podminka oznacuje jako striktni Sturmova majorantni podminka.
Teorém 5.1 (Sturmova porovnavaci véta). Necht rovnice (45) je Sturmova majoranta pro (41) a necht x, x

je netrivialni reseni (41), resp. (45), pricemz necht x ma pravé n nulovych bodi v (a,b], tj.a < t; < 1, <
- < t, < b. Pokud reSeni X spltiuje nerovnost

Y@ _ j@¥ @
x(a) ~  x(a)

potom ma X na (a,t,] alespori n nulovych bodu. Dale, pokud plati nejen (48), ale i

(48)

. pla)x’'(a) > @)%’ (a)
x(a) x(a)
pl@)x’(a) _ pla)x’(a)

« nebo @ - i ¢ navic je splnéna podminka (47) na (a, t,),

potom ma x alespori n nulovych bodii v(a, t,). Dopliime, Ze pokud x(a) = 0, resp. X(a) = 0, pak v (48) klademe

PO _ o e, OV _

x(a)

I Dulezité

Vsimnéme si, ze Cisté pozadavek splnéni (48) nam pouze zarudi alesponi n nulovych bodt na (a, t,],
zatimco pfidanim druhé podminky z Teorém 5.1 dostaneme dokonce alespon n nulovych bodii na

(a,t,).
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Teorém 5.2 (Sturmova oddélovaci véta). Necht x, X jsou FeSeni rovnice (41) a s,t € [a,b] takové, Zes < t,
jsou sousedni nulové body funkce x. Potom plati

1. X je linearné zavislé s x, pak x(s) = 0 = x(t) a X nema nulové body v (s,t)
2. nebo x je linearné nezavislé s x, pak x ma v [s,t] pravé jeden nulovy bod z (s, t).

@ Tip

Jinak feCeno, Teorém 5.2 znamena, Ze se nulové body linearné nezavislych feseni rovnice (41) vza-
jemné oddéluji.

5.3 Zaklady oscilacni teorie

Definice 5.3 (Oscilatorické feseni). Uvazujme nyni rovnici (41) na neohrani¢eném intervalu [a, ). Ri-
kame, 7e netrivialni feseni je oscilatorické (osciluje) na O (o0), pokud ma funkce x nekoneéné mnoho
nulovych bodt na O (). V opa¢ném ptipadé je x neoscilatoricka na O ().

Teorém 5.3 (Oscilatoricka rovnice (41)). Pro rovnici (41) definovanou na [a, o) jsou nasledujici podminky
ekvivalentni

1. existuje oscilatorické reseni rovnice (41);
2. kaZdé reseni rovnice (41) osciluje.

° ,
1 Poznamka

V pfipadé splnéni podminek z Teorém 5.3 se (41) oznacuje jako oscilatoricka na [a, 0); v opaéném
pripadé se o neoscilatorickou rovnici.

Teorém 5.4 (Oscila¢ni vlastnosti rovnic (41), (45)). Necht jsou rovnice (41), (45) definované na [a, ) a
nechft spliiuji Sturmovu majorantni podminku (46) na [a, o). Potom plati

1. pokud je rovnice (41) oscilatoricka, pak je oscilatoricka i (45);
2. pokud je rovnice (45) neoscilatoricka, pak neosciluje ani (41).
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